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Tresé. Prezentujemy dwa proste, a jednoczesnie
bardzo skuteczne algorytmy adaptacyjne przybliza-
nia wartosci calki oznaczonej funkcji rzeczywiste;j.
Proponowane algorytmy dziataja w oparciu o zasade
dziel i zwyciezaj, i wykorzystuja znane kwadratury
wysokiego rzedu.
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Abstract. We present two simple and very effec-
tive adaptive algorithms for approximating a definite
integral of a real function. The proposed methods
are based on the divide and conquer rule and use
well known high order quadrature rules.
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1 Wprowadzenie

Konieczno$¢ obliczenia liczbowej wartodci catki
oznaczonej danej funkcji cigglej pojawia sie w nie-
zliczonej ilosci zagadniert naukowych i technicznych.
W sytuacji, kiedy catka nieoznaczona pewnej funk-
cji nie daje sie wyrazi¢ za pomoca funkcji elemen-
tarnych, zwykle jedynym sposobem na wyznaczenie
calki oznaczonej jest przyblizenie jej wartosci jedng
z metod catkowania numerycznego. Metody takie
nazywamy kwadraturams. W niniejszej pracy zajmo-
wal sie bedziemy problemem wyznaczenia wartosci

calki )
/ f(x)dzx, (1.1)

przy zatozeniu, ze potrafimy obliczy¢ wartosé¢ funkcji
podcatkowej f w dowolnym punkcie przedziatu [a, b].
Zaktadamy przy tym, ze funkcja podcatkowa nie jest
z gory znana. Oznacza to, ze nie mozemy dopaso-
waé metody catkowania do konkretnej funkcji wy-
stepujacej w (1.1). Najlepszym rozwiazaniem w ta-

kiej sytuacji wydaja sie by¢ kwadratury adaptacyjne,
ktore z zalozenia powinny poprawnie oblicza¢ war-
tos¢ catki oznaczonej dla mozliwie najszerszej klasy
funkeji. Idee dziatania i konstrukeji kwadratur adap-
tacyjnych opisujemy doktadniej w rozdziatach 21 3.

Kiedy korzystamy z zaawansowanego systemu
obliczei matematycznych, jak Matlab, Maple czy
Matematica, mozemy skorzysta¢ z wbudowanych
procedur caltkujacych. Jedli jednak zachodzi po-
trzeba obliczenia calki typu (1.1) w programie pi-
sanym w jednym z jezykow nizszego poziomu (w C,
Javie lub podobnym) musimy albo samodzielnie za-
programowac¢ odpowiedni algorytm albo znalezé go-
towa procedure napisang w danym jezyku programo-
wania, wierzac w jej niezawodnosc.

Klasyka wérod publikacji naukowych dotycza-
cych kwadratur adaptacyjnych jest praca Gandera i
Gautchiego [4] z 2000 roku. Do ciekawszych pozycji
nalezy réwniez wczesniejsza propozycja [3], a takze
catkiem nowa praca Shampine [6] z 2007 roku, na
podstawie ktoérej powstata nowa wektorowa kwadra-
tura adaptacyjna dostepna od trzech lat w systemie
obliczenn matematycznych MatLab.

Przegladajac natomiast sie¢ WWW w poszuki-
waniu stron zawierajacych hasto ,kwadratura adap-
tacyjna w C” lub jego angielski odpowiednik, udato
sie autorom tatwo odnalezé cztery odnosniki ([8], [9],
[10]i[11]) do witryn oferujacych biblioteki lub proce-
dury pozwalajace oblicza¢ w jezyku C calki postaci
(1.1). Biblioteka [11] (,NAG Library”) jest ptatna
i nie bedziemy z niej korzystaé¢ podczas testow. Pro-
cedura oferowana na stronie [8] potrzebowala na-
tomiast az 11 sekund aby przyblizy¢ wartosé¢ catki
funkcji e® na przedziale [-1,1] z bledem bezwzgled-
nym nieprzekraczajacym 10710 i dlatego rowniez nie
bedzie uwzgledniana podczas testow (proponowana
w tej pracy kwadratura oblicza te catke, na tym sa-
mym komputerze, w czasie krotszym niz 10 mikro-
sekund, z btedem mniejszym niz 1071%). Metody
oferowane na stronach [9] i [10] dzialaja poprawnie,
jednak nie pozwalaja zadaé¢ doktadnosci obliczanego
przyblizenia, ani nie podaja oszacowania btedu obli-
czonej wartosci catki, co jest sporym mankamentem
w wypadku kwadratur adaptacyjnych. Beda jednak
wykorzystane w testach, aby mozna bytlo lepiej oce-
ni¢ skutecznosé i efektywno$¢ proponowanych przez
nas algorytmoéw.

W pracy prezentujemy dwa zblizone do siebie
adaptacyjne algorytmy przyblizania wartosci catki
(1.1). Naszym celem bylo zaproponowanie kwadra-
tury prostej w swej konstrukeji (aby mozna jg byto
bardzo tatwo zaimplementowa¢ w dowolnym jezyku
programowania), a jednoczesnie szybkiej i doktad-
nej. Testy numeryczne przedstawione w rozdziale 4
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pokazuja, ze cel zostal osiagniety. Wczesniej, w roz-
dziatach 2 i 3 opiszemy dokladnie zasade dzialania
proponowanych kwadratur adaptacyjnych.

W rozdziale 5 podajemy, zapisane w jezyku C
(standard ISO/IEC 9899), kody zrodlowe procedur
bedacych implementacja algorytmu opisanego w ni-
niejszej pracy.

2  Wybér kwadratury podstawowej
i oszacowanie bledu przyblizenia

Idea dziatania kwadratury adaptacyjnej jest bar-
dzo prosta. Warto$¢ catki (1.1) nie jest obliczana
od razu na catym przedziale [a,b], ale przedzial ten
dzielony jest na szereg podprzedzialéw i ostateczny
wynik jest obliczany jako suma wartos$ci calek na
kazdym z nich. Co istotne, podprzedzialy te nie sg
jednakowej dtugosci. W miejscach, w ktorych funk-
cja podcatkowa zachowuje sie regularnie sg one dtuz-
sze, a w obszarach silnej zmienno$ci funkcji znacznie
krotsze. Poniewaz, jak zaznaczono we wstepie, funk-
cja f w (1.1) nie jest z gory znana, podzial odcinka
[a, b] musi by¢ tworzony dynamicznie w trakcie obli-
czania wartosci catki.

W tej pracy rozwaza¢ bedziemy jedynie schemat
doboru dtugosci podprzedzialéw oparty na zasadzie
potowienia. Ogdlnie, sposdéb dziatania kwadratury
adaptacyjnej mozna opisaé nastepujaco:

Algorytm 1 Schemat adaptacyjnego algorytmu
przyblizania wartosci catki fab f(x)dx z bledem bez-
wzglednym nie przekraczajgeym 6.

Krok 1. Wyznacz pewnym sposobem przyblizenie
I calki funkcji f na przedziale [a, b] oraz
oszacowanie € bltedu bezwzglednego tego
przyblizenia.

Krok 2. Jesli e < 9, zaakceptuj I jako dobre przy-
blizenie catki i zakoncz.

Krok 3. Wyznacz $rodek przedzialu: m = (a +
b)/2.

Krok 4. Oblicz rekurencyjnie przyblizenie I; catki
L. f(x)dz z bledem bezwzglednym nie
przekraczajacym cd, dla pewnej ustalo-
nej statej % <c< 1.

Krok 5. Oblicz rekurencyjnie przyblizenie I catki
frsf(w)dw 7z bledem bezwzglednym nie-
przekraczajacym cd.

Krok 6. Przyjmij I = I7 + I i zakornicz.

Latwo zauwazy¢, ze sumujac oszacowania bte-
dow bezwzglednych obliczonych przyblizen catek na
wyznaczonych w algorytmie podprzedziatach otrzy-
mamy oszacowanie btedu caltki na calym przedziale
[a, b].

Pozostaja jednak wcigz dwie niewyjasnione kwe-
stie. Jak w kroku 1 wyznaczy¢ przyblizenie I oraz
jak wyznaczy¢ jego wiarygodne oszacowanie €. Za-
nim to opiszemy zajmiemy sie jeszcze problemem 73-
danej tolerancji btedu w krokach 4 i 5.

Jest rzecza intuicyjna, ze skoro przedziat catko-
wania jest dzielony na dwie réwne czesci, to chcemy
aby bledy przyblizen calki na kazdej potowie prze-
dziatu nie przekraczaly %5. Wtedy btad na catym
przedziale bedzie na pewno nie wiekszy niz §. W
[7, rozdz. 5.2] uzasadniono jednak, ze takie podejscie
jest nazbyt ostrozne i niepotrzebnie wydtuza obli-
czenia. Zwykle w krokach 4 i 5 Algorytmu 1 mozna
przyja¢ ¢ = 1, jednak dla ,trudnych” funkcji zbyt
czesto zdarza sie wtedy, ze otrzymany blad przybli-
zenia calki na calym przedziale jest nazbyt duzy. Na
podstawie wielu przeprowadzonych doswiadczen, w
zaproponowanych w tej pracy metodach adaptacyj-
nych przyjmujemy ¢ = 0.8125.

Powr6émy teraz do zagadnienia wyznaczenia
przyblizenia calki w kroku 1 Algorytmu 1. Uzyta
w tym celu kwadrature nazywaé¢ bedziemy kwadra-
turg podstawowq. W naszej pracy rozwazaé bedziemy
jedynie kwadratury liniowe postaci

n b
Q(f,a,b):Zwkf(xk)z/ f@)de, (21)
k=0 a

gdzie ustalone wartosci a < xp < 1 < -+ <
Tn < b nazywamy weztami kwadratury, a wielkogci
wo, W1, - - . , Wy, wagams lub wspétczynnikami kwadra-
tury. Sposrod kwadratur postaci (2.1) nie da sie wy-
braé¢ jednej, ktora gwarantowataby najmniejszy btad
przyblizenia dla wszystkich catkowalnych funkcji f.
Dlatego czesto stosuje sie inna miare jakosci danej
kwadratury.

Definicja 1 Mowimy, ze kwadratura (2.1) jest rzedu
r, jesli jest ona dokladna dla kazdego wielomianu
stopnia nizszego niz r, ale juz nie dla kazdego wielo-
mianu stopnia 7.

Poniewaz kazda funkcje ciaglta mozna dowolnie
dobrze przyblizy¢ na odcinku domknietym za po-
moca wielomianu, mozna przypuszczaé, ze im wyz-
szy rzad kwadratury, tym powinna ona srednio lepiej
przybliza¢ warto$¢ catki. W naszej metodzie wyko-
rzystamy kwadratury mozliwie najwyzszych rzedow.

Omoéwimy teraz kwestie oszacowania & bledu
przyblizenia calki w kroku 1 Algorytmu 1, czyli osza-
cowania wielkogci

b
/ f(@)dz — Q(f.a.b)|.

Najczestszym rozwigzaniem tego zagadnienia jest za-
stosowanie pary kwadratur
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n

Ql(f? a, b) = kzo wkf(xk)a
= (2.2)

S

QQ(f7a7 b) = Z ka(yk)7

k=0

gdzie kwadratura (@2 powinna by¢ teoretycznie
znacznie doktadniejsza niz kwadratura Q. Za przy-
blizenie wartosci calki przyjmuje sie wartos¢ kwa-
dratury @2, natomiast btad bezwzgledny przyblize-
nia szacuje sie w oparciu o wielko§¢ modutu réznicy
wartosci obu kwadratur. Czesto po prostu przyjmuje

sie
€ = ‘Ql(f7a7b)_Q2(f7a7b)‘7 (23)

cho¢ nie jest to regula.

W praktyce wazne jest tez, aby {zg,x1,...,2,} C
{v0,y1,--.,ys}- Wtedy zadna z obliczonych wartosci
f(z) (k=0,1,...,n) sie nie marnuje.

Najbardziej popularnymi w profesjonalnych al-
gorytmach adaptacyjnych obliczania catek parami
kwadratur postaci (2.2) sa tak zwane pary Gaussa-
Kronroda. Kwadratura ) jest kwadratura Gaussa-
Legendre’a, czyli kwadratura majaca mozliwie naj-
wyzszy rzad przy ustalonej liczbie weztéow. Kwadra-
tura Qo jest tak zwanym rozszerzeniem Kronroda,
czyli kwadratura o najwyzszym rzedzie sposrod kwa-
dratur opartych na 2n + 3 weztach zawierajacych
wszystkie wezty kwadratury Q1 (wiecej informacji na
temat kwadratur Gaussa-Kronroda mozna znalezé w
[2, rozdz. 2.7.1.1].

W proponowanej w naszej pracy metodzie zasto-
sujemy inne podejscie. Skorzystamy mianowicie z
pojedynczej kwadratury podstawowej. Dzieki temu
mamy mozliwo$¢ zastosowania w schemacie adap-
tacyjnym praktycznie dowolnej kwadratury postaci
(2.1). Do oszacowania bledu i przyblizenia warto-
$ci calki wykorzystamy natomiast kwadratury utwo-
rzone nastepujaco:

Ql(f’a, b) = Q(f’a’ b)’

(2.4)
Q2(f’a’ b) = Q(f’a’m) + Q(fama b)’

gdzie m = (a +b)/2, a Q jest wybrang kwadratura
podstawowa. Jesli kwadratura Q w (2.1) ma wysoki
rzad, to (poréwnaj [7, rozdz.5.1]) jej btad jest pro-
porcjonalny do (b — a)P, gdzie p > 1 (przy pewnych
zalozeniach dotyczacych funkeji f). Zdefiniowana w
(2.4) kwadratura Q2 powinna by¢ zatem znacznie do-
ktadniejsza niz kwadratura Q). Oszacowanie btedu
bedziemy obliczaé zgodnie z (2.3).

Zauwazmy, ze przy takim podejsciu w kazdym re-
kurencyjnym kroku Algorytmu 1 oszczedzamy czas
potrzebny na wyznaczenie warto$ci kwadratury @,
poniewaz odpowiednie wartosci byly juz wyznaczone
wczesniej dla kazdej z obu potowek przedziatu.

W naszej pracy proponujemy dwie metody adap-
tacyjne obliczania catki (1.1). Pierwsza z nich korzy-
sta z kwadratury podstawowej Gaussa-Legendre’a.
Przypomnijmy, ze jest to kwadratura postaci (2.1)
majaca mozliwie najwyzszy rzad (rowny 2n + 2)
przy zadanej liczbie weztow. Dodatkowe informa-
cje na temat kwadratur Gaussa-Legendre’a mozna
znalez¢ np. w [1, rozdz.5.3.2|, [2, rozdz.2.7| lub [5,
rozdz. 7.3]. W drugiej, blizniaczej metodzie kwadra-
tura podstawowa jest kwadratura Lobatto. Jest to
kwadratura postaci (2.1) majaca mozliwie najwyzszy
rzad przy ustalonej liczbie weztéw i dodatkowych wa-
runkach 2o = a i x,, = b (wiecej informacji na temat
kwadratur Lobatto mozna znalez¢ w |1, rozdz. 5.3.3]
lub [2, rozdz.2.7.1])

Kwadratury postaci (2.1) dla ktorych zg > a i
Tn < b nazywane sa czesto kwadraturami otwartyms.
Jedli zaden z dwoch powyzszych warunkéw nie jest
spetniony, mowimy o kwadraturze zamknietej. Ogol-
nie uwaza sie, ze kwadratury otwarte maja lepsze
wlasnosci aproksymacyjne, jednak nie powinny by¢
one uzywane w algorytmach adaptacyjnych do przy-
blizania catek funkcji niecigglych lub majacych nie-
ciagta pierwsza pochodna. Rozwazmy na przyktad
funkcje f(z) = |z — d|, gdzie d jest takie, ze d < x,
d < yp oraz d > a. W takiej sytuacji obie kwadra-
tury Q1 i Q2 w (2.2) beda mialy identyczna wartosc,
rowna calce funkeji g(x) = z—d (zaktadamy, ze kwa-
dratury te sg wysokiego rzedu, wiec sa doktadne dla
funkcji liniowej). Zatem obliczone oszacowanie btedu
wyniesie 0 i algorytm adaptacyjny sie zakonczy. W
rzeczywistosci natomiast btad bedzie rowny (d—a)?.

Mankamentu tego nie maja kwadratury za-
mkniete. Tych jednak nie mozna zastosowaé do przy-
blizania catek funkcji majacych osobliwosci na kori-
cach przedziatu lub w dowolnym punkcie podziatu.
Problem pojawia sie réwniez wtedy, gdy w takim
punkcie wartos¢ funkcji podcatkowej jest symbolem
nieoznaczonym typu 0/0 (jak na przyktad dla funkcji
r~'sinz w punkcie 0). Z tego tez powodu w naszej
pracy przedstawiamy dwie propozycje kwadratur ad-
aptacyjnych.

Na zakoriczenie tego rozdzialu pozostato jesz-
cze do ustalenia, ile weztéw maja mieé zastosowane
w proponowanych algorytmach kwadratury podsta-
wowe. Jesli liczba weztéw bedzie zbyt mata, kwadra-
tura podstawowa nie bedzie dobrze przyblizaé¢ calki
i caly algorytm moze dziataé¢ za wolno. Podobnie, w
wypadku za duzej liczby weztéw, taczna liczba wywo-
tari funkcji podcatkowej moze by¢ zbyt duza, co tez
obnizy efektywnosé¢ algorytmu. Innymi stowy, kwa-
dratura podstawowa nie powinna by¢ za doktadna,
bo wtedy czes¢ obliczen bedzie zmarnowana (nie-
mal taki sam rezultat mozna bylo osiaggna¢ w danej
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arytmetyce uzywajac mniejszej liczby weztow). Roz-
sadna liczba weztow, w zaleznodci od funkcji podcat-
kowej, to od 8 do 40. Jako, ze nie wiemy jakich funk-
cji catki ma nasz algorytm obliczaé¢, w obu zapro-
ponowanych przez nas kwadraturach adaptacyjnych
korzystamy 7 rozwiazania posredniego, 18. punkto-
wych kwadratur podstawowych.
Jak tatwo sprawdzié¢, jesli

Q(f,0,1) Zwkf (z)

to analogiczna kwadratura dla dowolnego przedziatu
[a,b] wyraza sie wzorem

b—a Zwkf

W programie realizujacym algorytm adaptacyjny ob-
liczania calki (1.1) nalezy zatem pamietaé zestaw we-
ztéw 1 wspotezynnikow kwadratury podstawowej dla
jednego wybranego przedziatu. Ze wzgledu na prosta
posta¢ wzoru (2.5) jest to zwykle przedzial [0, 1].

Q(f,a,b) —a)zg +a). (2.5)

3 Oszacowania bledéw zaokraglen,
wczesniejsze zakonczenie obli-
czen

Schemat adaptacyjny opisany w poprzednim roz-
dziale nie nadaje sie jeszcze do zastosowan prak-
tycznych. Wystarczy, ze uzytkownik zada toleran-
cje 0 = 0 i algorytm moze nigdy si¢ nie zakonczy¢.
Wprowadzenie dolnego ograniczenia na wartos¢ to-
lerancji btedu bezwzglednego niewiele pomoze, po-
niewaz zalezy to w istotny sposob od postaci funkcji
podcatkowej f. Jegli na przyktad f(z) = 107, to
najmniejszy blad bezwzgledny jakiego mozemy sie
spodziewaé stosujac arytmetyke podwdjnej precyzji
wynosi ok. 107%. Wynika z tego, ze dolne ogra-
niczenie na wartos¢ parametru tolerancji btedu po-
winno by¢ w razie potrzeby modyfikowane podczas
obliczer.

W zwiazku z powyzszym, w proponowanych al-
gorytmach, w trakcie wyznaczania wartosci kwadra-
tury podstawowej (2.1) obliczamy dodatkowo wiel-

kosé .
1
S = n+1kzo|f($k)|

i modyfikujemy wartos¢ tolerancji nastepujaco:

0 := max{0, €machS },

gdzie €p40n to tak zwany epsilon maszynowy, czyli
najmniejsza warto$¢, dla ktérej liczby z1 = 1 i

2o = 1 + €mach 82 rozne w danej arytmetyce zmien-
noprzecinkowej.
wanie bezwzglednych bledéw zaokraglenn obliczania
kwadratury podstawowe;j:

=(b—-a)S.

Dodatkowo, wyznaczamy oszaco-

Oszacowania bledéw zaokraglen sa sumowane i na
zakoriczenie algorytmu dodawane do koricowego
oszacowania btedu bezwzglednego obliczonego przy-
blizenia catki.

Eksperymenty pokazaly, ze w wypadku kwadra-
tury podstawowej Gaussa-Legendre’a oraz stromo
nachylonych i trudnych do caltkowania funkcji ob-
liczone oszacowanie btedu moze byé¢ czasami zbyt
mate. Dlatego, ostatecznie, koricowe oszacowanie
btedu bezwzglednego wyznaczamy nastepujaco:

€mach | q2 —q1 |

= =¢(1+CL)+ D 20— a)

+0,

gdzie € jest obliczane jak w (2.3), L jest liczba reku-
rencyjnych, zagniezdzonych podzialéw wyjsciowego
prredziaty, g1 = Q(f,a,m), a2 = Q(f.m,b) (po-
rownaj (2.4)), o jest suma oszacowan bledow za-
okraglen powstalych podczas obliczania wartosci ¢
i g, a CiD sa pewnymi stalymi. W wypadku
kwadratur podstawowych Gaussa-Legendre’a i aryt-
metyki podwojnej precyzji przyjmujemy C = 2%0
i D =1 (dla arytmetyki pojedynczej precyzji przyj-
miemy C = QLQO) State te wyznaczone zostaly na
podstawie wielu doswiadczen. W wypadku kwa-
dratur podstawowych Lobatto ktadziemy C =

D = 0. Decyzje o kontynuowaniu algorytmu adapta-
cyjnego (krok 2 Algorytmu 1) podejmujemy jednak
tylko na podstawie wartosci € z (2.3).

Aby uniknaé zbyt dlugich obliczern w wypadku
ekstremalnie skomplikowanych funkcji, w praktycz-
nej realizacji Algorytmu 1, w kroku 2 przerywamy
obliczenia takze jesli: liczba rekurencyjnych podzia-
tow poczatkowego przedziatu jest wieksza lub réwna
40 (20 dla pojedynczej precyzji), dtugosé powstatego
po podziale podprzedziatu jest mniejsza niz 250¢,,4¢n
(250 ~ 15n), liczba wywotan funkcji podcaltkowej
przekroczy 2-107.

W rozdziale 5 prezentujemy procedury napisane
w jezyku C, bedace implementacja opisanej wyzej
metody adaptacyjnego przyblizania catki (1.1), z
wykorzystaniem kwadratury Gaussa-Legendre’a jako
kwadratury podstawowej. W przedstawionych pro-
cedurach umozliwiamy dodatkowo zadanie minimal-
nej liczby rekurencyjnych podzialéw przedziatu po-
czatkowego. Zwiekszenie tego parametru moze by¢
przydatne w wypadku funkcji, ktore zmieniaja sie
mocno na bardzo waskim odcinku przedziatu poczat-
kowego (przyktadem takim moze by¢ funkcja f(z) =
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¢~ (100002)? " k618 poza odcinkiem [—0.0006, 0.0006]
przyjmuje wartosci praktycznie réwne 0).

4 Testy numeryczne

W tym rozdziale przedstawimy wyniki ekspery-
mentéw numerycznych otrzymane podczas oblicza-

nia catek )
/ fi(z)dx
-1

dla zestawu nastepujacych funkcji testowych:

— 1)2sin(13z) + 20e~(102)°,
1.000001 + )1,
2 + cos(100z),

=log(1 + z),/ 3L,
= log(cos(30x)?),
fio(z) = | cos(20.001 7z)|.

Wszystkie calki obliczano na tym samym przedziale,
aby zmniejszy¢ ilo$¢ informacji zawartych w tabelach
z wynikami. Obliczenia wykonano na komputerze
z procesorem Intel Core2 pracujacym z czestotliwo-
Scig 3.16GHz. Testy przeprowadzono w arytmetyce
podwojnej precyzji.

Zaproponowane w tej pracy kwadratury adapta-
cyjne bedziemy w skrécie nazywaé¢ G18, jesli kwa-
draturg podstawowa kwadratura Gaussa-Legendre’a,
oraz L18, gdy kwadratura podstawowa jest kwadra-
tura Lobatto. Kwadrature z pracy [3], dostepna na
stronie internetowej [10], nazwiemy RMS, a kwadra-
ture z biblioteki [9] — ALGLIB.

Przypomnijmy, ze w wypadku algorytméw G18
i L18 mozna zada¢ dopuszczalng tolerancje d bledu
bezwzglednego obliczonego przyblizenia. Algorytmy

te podaja réwniez oszacowanie tego btedu. Jesli &

jest obliczonym oszacowaniem bledu bezwzglednego,
a 7 jego rzeczywista wartoscia, to idealna sytuacja
ma miejsce, gdy v < € < §. Poniewaz jednak nie za-
wsze w danej arytmetyce zadana doktadnosé da sie
uzyskaé¢, uznamy, ze algorytm dziata poprawnie, jesli
v < & Algorytmy RMS i ALGLIB licza catke naj-
doktadniej jak potrafig i nie oferujg oszacowan btedu
obliczonego przyblizenia.

W Tabeli 1 poréwnujemy dokladnosé (btad bez-
wzgledny) i czas dziatania algorytmow G18, L18,
RMS i ALGLIB dla testowego zestawu funkcji pod-
catkowych f1, fa,..., fo. Dla algorytméw G18 i L18
podajemy dodatkowo obliczone przez nie oszacowa-
nie btedu. W Tabeli 2 poréwnujemy kwadrature ad-
aptacyjna G18 z kwadratura quadgk systemu obli-
czenn matematycznych MatLab. Podane w tej tabeli
czasy nalezy traktowaé orientacyjnie, gdyz trudno
obiektywnie poréwnaé czas dzialania fragmentu pro-
gramu w jezyku C 7z czasem dzialania procedury
wbudowanej w pewien system obliczenn matematycz-
nych.

Nasze algorytmy adaptacyjne w latwy sposob
moga podawaé, w ilu tacznie punktach przedziatu
nalezalo obliczy¢ wartos¢ funkcji podcatkowej (po-
réwnaj kody zrodtowe procedur w rozdziale 5). Dla
przyktadu, dla zadanej wartosci tolerancji § = 1014
wartosé funkeji f; wystarczylo obliczyé 54 razy, na-
tomiast warto$¢ funkcji f5 juz 1710342 razy.

Przetestujemy jeszcze mozliwosé zastosowania
naszych algorytméw do obliczania catek na ptasz-
czyznie. Zauwazmy, ze

/ab/cdﬂx,y)dxdy - /abg<y>dy,
=/cdf(x7y)dw

ZastosowaliSmy powyzszy schemat i prezentowane w
pracy kwadratury adaptacyjne, proszac o przyblize-

nia calki
/ /mcosx + ¢ +1)dxdy
24+ y2+1

7 btedem nieprzekraczajacym 10!2. Oba prezento-
wane algorytmy adaptacyjne spisalty sie dobrze, po-
dajac w czasie 67 milisekund wynik z btedem mniej-
szym niz 3-10715.

gdzie

4.1 Podsumowanie i wnioski

Jak wynika z zamieszczonych wynikéw ekspery-
mentow, obie zaproponowane metody, cho¢ bardzo
proste, z powodzeniem konkuruja ze znacznie bar-
dziej zaawansowanymi algorytmami. Na podstawie
przeprowadzonych testéw nie mozna stwierdzi¢, aby
ktorakolwiek z poréwnywanych metod byta najlep-
sza. Jedli przy obliczaniu wartosci funkcji podcal-
kowej nie wystepuje dzielenie przez 0, najlepiej spi-
suje sie algorytm L18. Metoda RMS réwniez dziata
bardzo dobrze, lecz momentami kaprysnie. Dzieje
sie tak za sprawg wbudowanego w nig mechanizmu
ekstrapolacji, ktory czesto daje bardzo dobre re-
zultaty (funkcja fg), ale czasami calkiem zawodzi
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(funkcja fy). Algorytm G18 spisywal sie popraw-
nie dla wszystkich przyktadowych catek i dziata bar-
dzo podobnie jak oparty na parze kwadratur Gaussa-
Kronroda algorytm quadgk 7 systemu MatLab. Cho¢
zdaniem autoréw ten ostatni zbyt czesto podaje tro-
che niepoprawne oszacowanie btedu.

Jak przewidziano w rozdziale 2, wszystkie me-
tody adaptacyjne wykorzystujace otwarta kwadra-
ture podstawowa mniej lub bardziej zawiodly w wy-
padku funkcji fig, ktéra ma nieciagly pierwsza po-
chodna. W tym wypadku jedynie algorytm L18 po-
dalt poprawne wyniki.

5 Kwadratura adaptacyjna — kod zZrédlowy

Procedura 1 18. punktowa kwadratura podstawowa Gaussa-Legendre’a. Argqumenty: £ — funkcja podcatkowa; a,b — korice
przedziatu; eps — epsilon maszynowy; *tol, *fe — (uaktualniane) tolerancja bledu kwadratury adaptacyjnej i oszacowanie bteddw
zaokragler; *n — (uaktualniana) liczba wywotari funkcji podcatkowej. Wartosciq procedury jest przyblizona wartosé catki funkcji f

na przedziale [a,b].

double BaseQuad(double f(double), double a, double b, double eps,

double *tol, double *fe, long *n)
{

#define N 18
static double x[N] = { // wezty
4.217415789534526634992e-03, 2
9.814752051373844215879e-02, 1
2.941244192685786769820e-01, 3.
5.423875065208676506211e-01, 6
7.798854155369737673039¢-01, 8
9.463012332487778696030e-01, 9.
static double w[N] = { // wspdtczynniki kwadratury ...
1.080800676324165515667e-02, 2.
.047102205314358278141e-02, 6
.734233756313262246271e-02, 8
.457119148157179592033e-02, 8.
6
2

kwadratury ...

5
7
8
7.032145733532532560237e-02,
3.821286512744452826456e-02,

double b_a = (double)(b-a);

double mfx = 0.0; // Srednia warto§¢ eps*|f(x)l|
double s = 0.0; // obliczana catka

double fx; // £(x)

for (int i=0; i<N; i++) {
fx = f((b_a)*x[i]+a);
mfx += fabs(fx);
s += fx*w[i];

.208802521430112240940e-02,
.541564784698233960626e-01,
740568871542472452055e-01,
.259431128457527547945e-01,
.458435215301766039374e-01,
779119747856988775906e-01,

485727444748489822667e-02,
.127760335573923009226e-02,
.213824187291636149303e-02,
213824187291636149303e-02,
.127760335573923009226e-02,
.485727444748489822667e-02,

.369876675122213039697e-02,
.201145844630262326961e-01,
.576124934791323493789e-01,
.0568755807314213230180e-01,
.018524794862615578412e-01,
.957825842104654733650e-01 };

.821286512744452826456e-02,
.032145733532532560237e-02,
.457119148157179592033e-02,
.734233756313262246271e-02,
.047102205314358278141e-02,
.080800676324165515667e-02 };

}
*n += N;
mfx = eps*mfx/(double)N; // szacowanie wplywu bleddéw zaokraglen...

if ( mfx > *tol ) { *tol =
*xfe += b_a*mfx;
return b_ax*s;

}

mfx; }

Procedura 2 Rekurencyjna kwadratura adaptacyjna. Argumenty: £ — funkcja podcatkowa; a, b — korice przedziatu; w0 — po-

przednia warto$é catki; tol -

tolerancja bledu kwadratury adaptacyjnes;

lev - poziom zaglebienia rekurencyjnego;

eps — epsilon maszynowy; *err — oszacowany bted bezwzgledny obliczonego przyblizenia; *n — liczba wywolarn funkcji podcatko-
wej. Wartoscig procedury jest przyblizona wartosé calki funkcji f na przedziale [a, b].

double adaptiveR(double f(double), double a, double b, double w0, double tol,

int lev, double eps, double *err, long *n)

{
#define TolM 0.8125 // modyfikator tolerancji biedu
#define ErM1 0.0375 // parametr szacowania biedu (0.0 dla kw. Lobatto)
#define ErM2 1.0000 // parametr szacowania btgdu (0.0 dla kw. Lobatto)
#define MaxN 20000000 // maks. liczba wywotan funkcji podcatkowej
#define MivL 250.0 // MivL*eps = min. dtugos§é podprzedziatu
#define MaxL 40 // maks. liczba zaglebien rekurencyjnych
#define MinL 1 // min. liczba zagtebien rekurencyjnych
double e; // oszacowanie btedu przyblizenia
double fe = 0.0; // btad zaokraglen
double m = (a+b)*0.5;
double wl = BaseQuad(f,a,m,eps,&tol,&fe,n);
double w2 = BaseQuad(f,m,b,eps,&tol,&fe,n);

e = fabs(wil+w2-w0);

if ( lev >= MinL && ( e < tol || (b-a)<MivL*eps || lev >= MaxL || *n > MaxN ) ) {
xerr += ex(1.0+ErMi*(double)lev) + ErM2xeps*fabs((w2-wl)/(m-a)) + fe;

return wi+w2;

}
else {
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tol = TolM*tol;
return adaptiveR(f,a,m,wl,tol,lev+l,eps,err,n) +
adaptiveR(f,m,b,w2,tol,lev+1,eps,err,n);
}
}

Procedura 3 Obliczanie wartosci epsilon maszynowego (precyzji danej arytmetyks).

double eps_mach()
{
double x = 0.125;
double y = 1.0 + x;
while (y !=1.0) {
x /= 2.0;
y =1.0 + x;
}
return x*2.0;

}

Procedura 4 Gtswna procedura catkujgca. To jej nalesy uiywaé w programach korzystajgcych z proponowanej metody.
Argumenty: £ — funkcja podcatkowa; a,b — korice przedziatu; tol — tolerancja btedu kwadratury adaptacyjnej; *err — oszaco-
wany bted bezwzgledny obliczonego przyblizenia; *n — liczba wywotari funkcji podcatkowej. Wartoscig procedury jest przyblizona
warto§é catki funkcji f na przedziale [a,b).
double aGL(double f(double), double a, double b, double tol,

double *err, long *n)

{
double fe = 0.0; // zmienna nieuzywana; potrzebna do wywotania procedury BaseQuad
*err = eps_mach();
*n = 0;
return adaptiveR(f,a,b,BaseQuad(f,a,b,*err,&tol,&fe,n),tol,1,*err,err,n);
}
6 Tabele
G18 L18 RMS ALGLIB
f tol. btad (oszac.) czas btad (oszac.) czas btad czas blad czas
fi | 10710 | 1.10716 (5.10716) 18 | 1:10716 (4.10716) 18
10714 | 1.10716 (5.10716) 18 | 1-10716 (4.10~ 16) 18 | 1-10716 24 | 1-10716 35
fo | 10710 | 2.10716 (6.10714) 117 | 210716 (7.10713) 116
10714 | 2.10716 (8.101%) 171 | 2-10716 (2.10715) 170 | 2-10716 929 | 7.10716 257
f3 | 10710 | 9.10—11 (1.10710) 17 | 9-10~11 (1.10710) 17
1071 | 9.10711 (1.10710) 17 | 9-10711 (1.10710) 17 | 81011 286 | 8-10711 165
fa | 10710 | 3.10716 (1.10710) 657 | 1-10716 (1.10719) 696
10~ | 3.10716 (8.10715) 696 | 1-10716 (1.1071%) 696 | 6-10716 788 | 1-10~16 1430
fs | 1074 2.107% (3.1079) 72 - (-) —
10~ 6-1078 (3-1077) 180 - (-) -
10~8 2:1079 (8-1079) 597 - (=) — | 7-107° 806
10710 | 2.10711 (2.10710) 3950 - (=) -
1012 | 2.10713 (4.10712) 25600 - (-) - 5-10713 149000
10~ | 3.107 1% (8-10~) 162000 - (—-) -
0 2.10716 (8.10715) 754000 - (=) -
fo | 107° 2.1076 (8-1076) 589 - (-) — | 71076 810
10~10 | 7.10~ 1 (6-10—19) 67200 - (—-) - 5-10710 145000
1071 | 1.10713 (8-10712) 75800 - (=) -
fr | 10710 | 7.10714 (4.10711) 256 | 2-10712 (1-1011) 286 | 6:10712 742 | 2.10711 241
1071 | 4.10712 (2.10711) 319 | 4-10712 (5-10712) 347
fs | 10710 | 8.1078 (8-1078) 818 - (-) - - -
10714 | 8.1078 (8-1078) 882 - (-) — [ 910713 180
fo | 10710 | 5.10712 (8-107!1) 13700 | 1-107'2 (1-107%0) 13700 | 4-1073 1160
1071 | 5.10712 (3-10~11) 14600 | 5-10~13 (9-10~12) 14700 5-10~13 15700
fio | 10710 | 4.1077 (6-10711) 2630 3-10— 12 (3.10— 1) 3300 | 1-10~4 540 | 4-10~7 3490
10714 | 4.1077 (1-10714) 4110 | 8-10716 (2.1071%) 5170

Tabela 1: Porownanie doktadnosci i efektywnosci (czas w mikrosekundach) adaptacyjnych algorytmow G18, L18, RMS i ALGLIB na
przykladach calek funkcji f na odcinku [—1,1]. Znak ,—~” oznacza, ze algorytm nie potrafil obliczy¢ danej calki.

The comparison of accuracy and efficiency (time in microseconds) of the adaptive algorithms G18, 118, RMS and ALGLIB in the case of the
integrals of the function f over the interval [—1,1]. The "= sign means that the algorithm failed to compute the given integral.
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G18 MATLAB

f tol. btad (oszac.) czas btad (oszac.) czas
fi | 10719 | 1.10716 (5.10716) 18 | 1-10716 (3.10717) 568
1071 | 1.10716 (5.10716) 18 | 1-10716 (3.10~17) 568

fs | 10719 | 9.10711 (1-10719) 17 | 1-10710 (8-10711) 1590
1071 | 9.10711 (1.10710) 17 | 810711 (2:10711) 16900

fs | 1074 2:1076 (3.1075) 72 | 21074 (8-1079) 863
10~ 6-1078 (3-1077) 180 | 5-1078 (4-1077) 1650

10-8 2:1079 (8-1079) 597 | 1-10719 (9-1079) 3750
10719 | 2.107!1 (2.10719) 3950 | 9-10713 (9-10711) 16300
10712 | 2.10713 (4.10712) 25600 | 4-107'% (9-10—13) 280000
10714 | 3.10715 (8-1071%) 162000 | 2-107'% (4-10~13) 716000

0 2.10716 (8.1071%) 754000 | 2-10~'° (4.10~13) 716000

fs | 10719 | 8.1078 (8-1078) 818 | 1-10712 (5-10711) 1630
10714 | 8.1078 (8-1078) 882 | 1-1078 (1-1078) 13500

fio | 10710 | 4.1077 (6-10~11) 2630 | 4-1077 (6-10~11) 3450
1071 | 41077 (1-10714) 4110 | 4-1077 (2-10714) 4607

Tabela 2: Poréwnanie doktadnogcei i efektywnosci (czas w mikrosekundach) algorytmow G18 i quadgk z systemu MatLab na przykladach
catek funkcji f na odcinku [—1,1].
The comparison of accuracy and efficiency (time in microseconds) of the algorithm G18 and the MatLab quadgk algorithm in the case of the
integrals of the function f over the interval [—1,1].
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